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1 Wstep

Lemat Iwasawy stanowi efektywne narzedzie stuzace do badania prostoty grup.
Przypomnijmy, ze grupa nazywa sie prosta, jesli nie posiada ona nietrywialnych
podgrup normalnych. Jest jasne, ze kazda grupa rzedu p, gdzie p jest liczba
pierwsza, jest prosta. Standardowym rezultatem w teorii grup jest takze fakt, iz
grupa alternujaca A,, dla n > 5 jest prosta. Udowodnimy ten fakt, korzystajac
z lematu Iwasawy, a ponadto dowiedziemy, ze grupa rzutowa PSL(n,F) jest
prosta, dla n > 2 i dla ciala F skoriczonego o mocy wiekszej niz 3.

Przypomnijmy podstawowe definicje i fakty z teorii grup. Fundamentalnym
dla nas pojeciem bedzie dziatanie grupy na zbiorze. Na prolegomenie przypo-
mnialem pewne rzeczy (m. in. komutant, dzialania, podgrupy normalne); w
tych notatkach nie umieszczam jednak tego, o czym tam moéwiltem.

Definicja 1.1. Niech G bedzie dowolng grupg i niech X bedzie dowolnym zbio-
rem. Wtedy homomorfizm grup G — Xx nazywamy dziataniem grupy G na
zbiorze X.

Przyktady:

1. Niech G = S' i X = C. Wtedy grupa G dziala na X w naturalny sposob:
9(z) =gz

dla dowolnego g € S', z € C. Geometrycznie, grupa S! dziata na plasz-
czyzne zepolona poprzez izometrie niezmieniejace orientacji (obroty).

2. Niech G = Zy, X = S?. Dla 1 # g € G definiujemy:
g(a) = —

dla dowolnego punktu x € S2. Grupa Z, dziala wiec na sferze przez
antypodyzm.



3. Grupa addytywna R? dziala na plaszczyznie R?; dla v € R? definiujemy
przeksztalcenie T, : R? — R2:

Ty(w) :=w+wv

Definicja 1.2. Zatézmy,ze grupa G dziata na zbiorze X.

1. Orbitg punktu x € X nazywamy zbidr:
G(z) ={g(z): g € G}
2. Stabilizatorem punktu x € X nazywamy zbidr:

Go={9€G:g(x)=ux}

Przypomnijmy, ze stabilizator punktu x € X jest podgrupa w grupie Gj; co
wiecej zbiory G/c, 1 G(x) sa izomorficzne jako G-zbiory; w szczegolnosci wynika
stad natychmiast, ze indeks stabilizatora jest réwny mocy orbity.

Definicja 1.3. Mowimy, ze grupa G dziata tranzytywnie na zbiorze X, jesli
G(z) = X dla pewnego x € X.

Przyktady:

1. Grupa A4,, dziala tranzytywnie na zbiorze {1,...,n}, o ile n > 3. Grupa
As nie dziata tranzytywnie na {1,2}.

2. Grupa liniowa GL(2,R) dziala tranzytywnie na R? \ {0}, lecz nie dziala
tranzytywnie na R? (dlaczego?)

3. Grupa izometrii n-kata foremnego D,, dziala tranzytywnie na zbiorze jego
wierzcholtkow, n > 3 (dlaczego?)

Whniosek 1.1. Jesli grupa skoniczona G dziata tranzytywnie na zbiorze X, to
IX[11G|

Twierdzenie 1.1 (Frattini). Niech grupa G dziata na zbiorze X oraz niech
H < G bedzie podgurpg G. Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

1. H dziata tranzytywnie na X,

2. G dziala tranzytywnie na H oraz G = HG, dla pewnego x € X

Dowdd. Tmplikacja z 1. do 2. jest oczywista. Zalézmy, ze G = HG, dla
pewnego x € X iniech G dziala tranzytywnie na X. W szczegdlnosci G(z) = X,
wiec dla dowolnego punktu ' € X mamy: g(x) = 2’ dla pewnego g € G;
piszemy g = hg’ dla h € H i ¢’ € G, skad od razu h(z) = z'. |



Whiosek 1.2 (lemat Frattini). Niech G bedzie grupg skoriczong. Jesli N <G
oraz P jest p-podgrupg Sylowa w N, to G = NN¢g(P).

Dowdd. Grupa G dziata na zbiorze p-podgrup Sylowa grupy N przez automor-
fizmy wewnetrzne; podgrupa N dziala nan tranzytywnie, skad teza. |

2 Dzialania 2-przechodnie

Definicja 2.1. Grupa G dziata podwdjnie traznytywnie na zbiorze X, jesli
dla wszystkich par (z1,22), (y1,92) € X2\ {(z,7) : © € X} istnieje g € G taki,
zZe gr1 = Y1 1t gTo = Y2.

O dziataniu podwojnie przechodnim (2-przechodnim, 2-tranzytywnym) mo-
zemy mysle¢ nastepujaco; dzialanie grupy G na zbiorze X indukuje w na-
turalny sposob dzialanie tej grupy na zbiorze X x X; co wiecej przekatna:
A ={(z,z) : x € X} jest podzbiorem G-niezmienniczym, skad wynika ze zbior
X2\ A jest takze G-niezmienniczy. Zatem mamy indukowane dzialanie grupy
G na X2\ A. Definicja 1.2 méwi, ze grupa G dziala podwdjnie tranzytywnie
na X, wtedy i tylko wtedy, gdy G dziala tranzytywnie na X2\ A. Oczywiscie
jesli grupa G dziata 2-przechodznio na zbiorze X, to dziata tez przechodnio.

Przyklady:

e Grupa A, dziata 2-przechodnio na {1,...,n} dla n > 4; grupa As nie
dziala 2-przechodnio na zbiorze {1, 2,3} (dlaczego?)

e Grupa GL(2,R) nie dziata 2-przechodnio na R?\ {0}, bo operator liniowy
przeprowadza wektory zalezne liniowo na wektory liniowo zalezne

Udowodnimy obecnie bardzo wazne twierdzenia, opisujace wlasnosci dzia-
taii podwojnie tranzytywnych, bedace kluczowe w dowodzie lematu Iwasawy.

Twierdzenie 2.1. Przypu$émy, zZe grupa G dziata podwdjnie tranzytywnie na
zbiorze X. Wtedy podgrupa normalna N < G dziata na X albo trywialnie albo
przechodnio.

Dowdd. Zatdézmy, ze nx # x dla pewnego n € N i x € X. Wezmy dowolne
x1,x2 € X. Wiemy, ze istnieje g € G takie, ze gr = 1 1 g(nx) = 2. Ale wtedy
vz = (gn)z = (gn)g~ ‘=1 = (gng~!)z1. u
Twierdzenie 2.2. Grupa G dziata na X, |X| > 3. To dzialanie jest 2-
przechodnie tylko wtedy, gdy dla kazdego x € X stabilizator G, dziata prze-
chodnio na X \ {z}.



Dowdd. Niech x1,29 € X \ {z}. Wtedy istnieje g € G taki, ze ¢ € G, i
gr1 = To. ||

Whiosek 2.1. Jesli G dziata 2-przechodnio na zbiorze X, to 2| |G| (zaktadamy
rzecz jasna, ze G jest grupq skoriczong,).

Dowdd. Wezmy z1 € X 12y € X \ {z1}. Wiemy, ze |G : G| = |X|. Bez
straty ogolnodci mozemy zakladaé, ze | X| > 3. Wiemy, ze H := G,, dziala
przechodnio na X \ {z1}. Niech K := H N G,,. Wowczas:

[H : K| =X\ {1} = [X] -1

skad |G| = |G : H[-[H : K| - |K| = |X]- (| X| = 1) - |K]. u

3 Final, czyli lemat Iwasawy

Twierdzenie 3.1 (Iwasawa). Zaldzmy, ze grupa G dziata podwdjnie tranzytyw-
nie na zbiorze X. Ponadto dla pewnego x € X podgrupa iztropit G, zawiera
abelowq, normalng podgrupe, ktorej sprzezenia generujqg grupe G. Jesli grupa G
jest doskonata, to grupa ilorazowa G/K jest prosta, gdzie K jest jadrem homo-
morfizmu ¢ : G — Xx.

Nim przejdziemy do dowodu tego twierdzenia, pokazemy pomocniczy lemat.

Lemat 3.1. G dziata 2-przechodnio na zbiorze X. Wowczas G, jest podgrupg
maksymalng w G.

Dowdd. Zatézmy, ze G, < K < G, przy czym G, # K. Zaobserwujmy po
pierwsze, ze zachodzi rownosé: G = G, U G,gG,, dla pewnego g € G, g ¢ G,.
Jesli | X| = 2 to jest to jasne, bowiem G,gG, = ¢gG,. Niech wiec |X| > 3.
Wtedy za$ podgrupa G, dziala przechodnio na X \ {z}. Stad tez G.(gz) =
X \ {z} dla dowolnie wybranego g ¢ G,. Jesli wiec ¢’ ¢ G, to ¢’ = hgx
dla pewnego h € G,. Stad od razu ¢’ = hgh' dla pewnego h' € G,. Suma
G, U G, gG, jest oczywiscie rozlaczna. Wybierzmy teraz g ¢ G, 1 g € K. Na
mocy naszej obserwacji zachodzi réwnos¢ G = G, U G,9G, = K. |

Mozemy wreszcie udowodnié¢ tytutowe twierdzenie.

Dowdd lematu Iwasawy. Przypusémy, ze K < N < G, gdzie N < G. Niech
tez H := (G, i niech U <« H bedzie normalna podgrupa abelowa w H, ktorej
sprzezenia generuja G. Mamy NH = H lub NH = G z powyzszego lematu.
Wiemy jednak, z twierdzenia 2.1, ze grupa N dziata trywialnie lub przechodnio



na X. W pierwszym przypadku N < K, to znaczy K = N. W przeciwnym
wypadku mamy NH = G. Zalozmy wiec, ze NH = G. Mamy NU<NH (dzieki
N<GiU<H). Stad, jesli g € G, to mamy

gUg™ ' Cg(NU)g™' = NU

czyli NU zawiera wszystkie podgrupy sprzezone z U, a wiec z zalozen lematu
jest NU = G. Stad zas
G/IN=NU/N~=UlunnN

jest przemienna, co oznacza ze [G,G| < N. Z doskonalosci G wynika teza. W

Korzystajac z lematu Iwasawy jesteSmy w stanie efektywnie dowiesé, ze
grupa alternujgca As jest prosta. Najpierw prosta obserwacja:

Lemat 3.2. Grupa Ay jest doskonata.

Dowdd. Wezmy dowolny element (ab)(cd) € As (wiemy, ze permutacje typu
(2,2) generuja As); pokazemy, ze jest on komutatorem w As. Mamy:

(abe)(abd)(abe) (abd)™ = (ca)(bd)(cb)(ad) = (ab)(cd)

czyli permutacja (ab)(cd) jest rowna [(abc), (abd)]. |

Na wykladzie w tym miejscu nastapita pomytka; probowalem oszukaé¢ pu-
blike, iz z tego, ze [X5, X5] = As wynika juz doskonalosé grupy As, a tak mozna
gdy sie juz wie, ze As jest prosta, a tego wtasnie dowodzimy! Nie wolno mi byto
wiec bra¢ komutatoréw transpozycji, lecz tak jak to zauwazyt Jakub Roézycki -
nalezalo braé¢ 3-cykle (za te uwage bardzo mu dziekuje).

Lemat 3.3. Grupa A, gdzie n > 5, dziala 2-przechodnio i wiernie na zbiorze

{1,...,n}.

Dowadd. To jest naprawde oczywiste; tutaj jest niestychanie wazne, ze n > 5 i
nalezy w tej obserwacji z tego skorzystac! |

Whiosek 3.1. Grupa As jest prosta.

Dowdd. Zauwazmy, ze stabilizator punktu 1 € {1,2,3,4,5} w dzialaniu grupy
Ajy jest grupa izomorficzng z A4. Ta zas ma abelows podgrupe, ktorej sprzezenia
generuja As (jest to grupa Kleina izomorficzna z Zo x Zs). [ |

Rozwazmy teraz specjalna grupe liniowa SL(2,F) nad cialem F. Dziata
ona naturalnie na prostej rzutowej P!(F): A(Fv) = F(Av) (dobra okreglonosé
wynika z liniowoséci). Poniewaz A € SL(2,F) jest autmorfizmem plaszczyzny
F2, A:PY(F) — PY(F) jest bijekcja zbioréw.



Lemat 3.4. Jgdrem dziatania SL(2,F) na P*(F) jest centrum grupy SL(2,T).

Dowdd. Niech A € SL(2,F) bedzie identycznodcia na P!(F); w szczegdlnosci A
zachowuje proste F(1,0) i F(0, 1), wiec

a 0
= 2)
Ale A zachowuje tez prosta F(1,1), wiec a = %, skad musi byé a = 1 luba = —1.
|

Grupe ilorazows: SL(2.F)/z(sr(2,F)) nazywamy specjalna grupa rzutowa i
oznaczamy PSL(2,TF).

Lemat 3.5. Niech:

U{(é ;‘):aew}cG:SL(z,F)

Wowczas U jest normalng, abelowq podgrupg w stabilizatorze Gp(1 ), ktorej
sprzezenia generujg SL(2,TF)

Dowdd. Zauwazmy, ze

0 -1\ (1 a\ /0 =1\ (1 0
1 0 0 1 1 0 T \—-a 1
Dalej rozwazamy trzy przypadki; b # 0, ¢ # 01 b = ¢ = 0, pokazujac, ze w

kazdym z nich macierz
a b
(C d) € SL(2,F)

jest iloczynem macierzy dolno- i gérnotréjkatnych z jedynkami na przekatne;j.
|
Wnhiosek 3.2. Grupa SL(2,F) jest doskonata, o ile |F| > 4.

Dowdd. Policzyé komutator elementow:

G 1)0 esser

i zobaczyé, ze przebiega on elementy podgrupy U, gdy ustalimy a € F*, a2 # 1
i b przebiega ciato F. [ ]



Potrzeba nam teraz pokazaé nieco silniejsza wersje twierdzenia 2.2. Wiemy,
ze jesli wszystkie stabilizatory punktow w X dzialaja przechodnio na X bez tego
punktu, to cala grupa dziala 2-przechodnio na X. Zaktadajac dodatkowo, ze
grupa G dziala tranzytywnie na X, mozna wzmocnié teze jak nastepuje:

Twierdzenie 3.2. Niech G dziata tranzytywnie na zbiorze X, przy czym | X| >
3. Przypusémy, ze dla pewnego xo € X, grupa Gy, dziata przechodnio na X \
{zo}. Wtedy G dziata 2-przechodnio na X.

Dowdd. Stabilizatory punktéw lezacych na jednej orbicie sa ze soba sprzezone;
dla punktu y € X \ {x¢} napiszmy y = gz dla pewnego g € G. Wtedy G, =
9Gyg~ 1. Cheemy sprawdzi¢, ze grupa G, dziala tranzytywnie na X \ {y} (to
nam wystarczal). Niech wiec z1, 22 € X\ {y} i 21 # 22. Wtedy g~ 'a1, 9 120 #
7o, bo grg = y. Zatem istnieje h € G, takie, by hg~'x; = g lxa, co konczy
dowdd. |

Powracamy w tym momencie do dziatania grupy G = SL(2,F) na prostej
rzutowej P1(IF). Odnotujmy po pierwsze, ze jest ono tranzytywne. Istotnie, pro-
sta F(1,0) przeprowadzimy na prosta F(a,b) gdzie (a,b) # 0 (prosze sprawdzi¢,
ze specjalna grupa liniowa dziata tranzytywnie na R? \ {0}). Nietrudnym éwi-
czeniem jest takze sprawdzenie, ze grupa Gr(y o) dziala tranzytywnie na zbiorze
jednowymiarowych podprzestrzeni réznych od F(1,0) (jestesmy bowiem w sta-
nie przeprowadzi¢ elementem z tej grupy prosta F(0, 1) na dowolna inna prosta
F(a,b), przy b # 0). Stad wniosek, ze rozwazane dzialanie jest 2-przechodnie
i w konsekwencji grupa rzutowa PSL(2,F) jest prosta z lematu Iwasawy (gdy
IR > 4)

Na koniec wykladu wspomniatem o bardzo waznym fakcie, ze grupa izom-
terii przestrzeni euklidesowej R? (niezmieniajacych orientacji) SO(3), jest grupa
prosta. Znane mi dowody tego faktu odwoluja sie wprost do geometrii (kazdy
obrét przestrzeni R? jest zlozeniem symetrii wzgledem dwu plaszezyzn itp.).
Rzucitem wiec naturalnie rodzace sie pytanie (w kontekscie wyktadu); moze by
probowaé dowodzi¢ prostoty grupy SO(3) za pomoca lematu Iwasawy? Wiemy,
ze grupa SO(3) dziala w sposob naturalny na sferze S? — moze warto by sie
mu blizej przyjrze¢ z perspektywy naszego twierdzania... Albo rozwazy¢ inne
dziatania grupy SO(3).



